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RESUMO

Este artigo apresenta uma estratégia numérica para
analisar problemas acoplados acustico-poroelasticos em
dominios finitos. Ele descreve uma formulagdo de
acoplamento iterativo usando o Método dos Elementos
Finitos (MEF). O procedimento iterativo adotado resolve
cada subdominio separadamente, atualizando as condi¢des de
contorno nas interfaces compartilhadas até a convergéncia.
Um parmetro de relaxacéo é incluido, e valores 6timos sdo
calculados. Esta abordagem permite discretizacdes
independentes, resultando em sistemas de equag¢fes menores
e melhor condicionados. Resultados numéricos demonstram
a eficicia da técnica de solucdo proposta.

ABSTRACT

This paper presents a numerical strategy for analyzing
coupled acoustic-poroelastic problems in finite domains. It
describes an iterative coupling formulation using the Finite
Element Method (FEM). The adopted iterative procedure
solves each subdomain separately, updating variables at
shared interfaces until convergence. A relaxation parameter
is included, and optimal values are derived. This approach
allows for independent discretizations, leading to smaller and
better-conditioned systems of equations. Numerical results
demonstrate the effectiveness of the proposed solution
technique.

Palavras Chave — Método de Elementos Finitos,
acoplamento iterativo, acustico, poroelastico

1. INTRODUCAO

* Autor de contacto: kleber.a.g@hotmail.com

Conforme destacado por Zienkiewicz e Taylor [1], a
andlise de sistemas acoplados é uma questdo crucial e pode
ser categorizada sob dois principais enfoques: (i) sistemas em
que o acoplamento ocorre nas interfaces dos dominios,
através da imposicéo de condi¢des de contorno, em que cada
dominio descreve uma situagdo fisica ou um processo de
discretizacdo distinto; e (ii) sistemas em que o acoplamento é
realizado através de dominios que se sobrepdem, por
intermédio de equagdes diferenciais que governam
fendbmenos fisicos diversos.

Neste estudo, focamos em um modelo altamente
abrangente que lida com sistemas acoplados, nos quais 0s
dominios sobrepostos (meio poroso [2]) sdo acoplados aos
dominios adjacentes (acustico [3]) por meio de condi¢des de
interface. Essa abordagem permite a consideragdo de uma
ampla gama de fendmenos fisicos que interagem de maneira
intricada no sistema analisado.

A importancia de tal abordagem é evidente em varias
disciplinas da engenharia, principalmente na geofisica, onde
a capacidade de realizar analises abrangentes é essencial. Isso
se torna particularmente relevante ao considerarmos a
modelagem numérica de formacgBes porosas, que
frequentemente exibem comportamentos muito mais
complexos do que materiais puramente elasticos. Essa
complexidade é inerente & interacdo multifacetada entre os
componentes solidos e fluidos presentes nos sistemas em
estudo.

A formulacdo poroelastica surge como uma ferramenta
poderosa, permitindo a incorporacgdo natural de propriedades
fisicas essenciais, como porosidade e permeabilidade de
rochas, que ndo podem ser adequadamente consideradas em
modelos estritamente elasticos. A teoria desenvolvida por
Maurice A. Biot [4, 5], relacionada a propagagdo de ondas em
meios poroelasticos saturados com fluido, desempenha um
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papel fundamental. Essa teoria aplica os principios da
mecanica do continuo para descrever o comportamento
conjunto do esqueleto elastico e do fluido viscoso presentes
nos poros, em uma escala macroscopica.

E importante enfatizar que a analise numérica de sistemas
acoplados, como os modelos que interagem nos dominios
acustico e porodinamico, representa um desafio substancial.
Isso se deve a necessidade de abordar adequadamente os
subdominios em que diferentes fendmenos fisicos estdo
envolvidos e a complexidade da modelagem numérica da
propagacdo de ondas através de interfaces com formas
variadas e intrincadas.

Para lidar com essa complexidade, adotamos o método
dos elementos finitos [6, 7, 2]. Essa abordagem é aplicada de
forma abrangente na discretizagdo dos subdominios acusticos
e porodindmicos, permitindo uma representacdo precisa dos
fendmenos fisicos envolvidos.

Dessa forma, este trabalho visa aprofundar o
entendimento e capacidade de andlise de sistemas complexos
e interativos, com foco em sistemas acoplados que abrangem
componentes acusticos e porodindmicos.

Essa abordagem de modelagem e andlise de sistemas
acoplados tem uma ampla gama de aplicagdes em situacdes
reais de engenharia. Por exemplo, na andlise de fundaces
para maquinas vibratérias, como as usadas em plantas
industriais, a compreensdo do acoplamento entre meios
porosos e acusticos é essencial para evitar excessos de ruidos.
Além disso, em projetos de barragens e diques que tem a
ligacéo entre fluido e solo, a analise acustico-porodindmica
desempenha um papel fundamental na previsdo de
comportamentos complexos. Esses sdo apenas alguns
exemplos de como essa abordagem de sistemas acoplados é
aplicada com sucesso em situacBes reais de engenharia,
demonstrando sua relevancia e impacto pratico.

2. EQUACOES GOVERNANTES

Nesta secdo, sdo brevemente apresentadas as equacgdes
fundamentais que governam os subdominios acustico e
poroeléstico do modelo acoplado em foco, bem como suas
relacGes de interface. Nas se¢des subsequentes, discutiremos
o tratamento numérico desses modelos tedricos.

2.1. Meio Acustico

A equacdo da onda acustica, também conhecida como
equacdo de Helmholtz, pode ser formulada da seguinte
maneira, expressa com notacéo indicial [3]:

pX, )i + Y pX ) +sX, w) =0 (2.1)
onde, p(X,0) e s(X,0) representam, respectivamente, a
pressdo hidrodindmica e as distribuicbes de fontes no
dominio. O termo y ¢ definido como o niimero complexo de

onda, calculado como y = /w?/C?, onde C = \/k/p é a
velocidade de propagagdo da onda, p é a densidade e k
descreve a compressibilidade do meio.

As condi¢bes de contorno para o problema acUstico
podem ser estabelecidas da seguinte forma:
p(X,w) =p(X,w),para X €]
qX,w) =p (X, w)n;(X) = (X, w), para X
€l
onde, os valores prescritos sdo indicados por barras, e q(X,®)
representa o fluxo ao longo da fronteira, com suas
componentes do vetor normal representadas por n;(X). A
fronteira do modelo é descrita pela unido de I3 e I, onde I3
representa as partes essenciais (ou de Dirichlet) e I; as partes
naturais (ou de Neumann) da fronteira, com I; n I, = 0.

(22)
(2.3)

2.2. Meio Poroelastico

As equagdes governantes para um modelo poroelastico
(formulagéo u-p) podem ser expressas como se segue [2]. A
equacdo de equilibrio de momento no meio acoplado é dada
por:

0;;(X,w); + 0? ppu;(X,w) + (X, w) =0 (24)
e a equacdo de equilibrio de massa e momento para o fluido
intersticial é representada por:
—lwag; (X, w) — (kp;(X,w)),;
— w(1/Q7) p(X, w)
+sX,w) =0

Na equacdo (2.4), 0;; (X, w) descreve as tensoes totais do
modelo, onde as tensdes efetivas sdo definidas como
o'ijX,w) = 0;(X,w) +ad;;pX,w), sendo o o
parametro de Biot, p(X,®) a pressdo do fluido intersticial nos
poros, e &;; 0 delta de Kronecker. Alem disso, u;(X,w)
representa 0 deslocamento da matriz sélida, b;(X, w)
descreve a forga no dominio, e p,, = npy + (1 — 1N)ps
representa a densidade de massa da mistura, onde p € py S&o
as densidades de massa das fases solida e fluida,
respectivamente, e 1 representa a porosidade do meio.

A equacdo (2.5) considera o tensor de deformagdo
&;j(X,w), o coeficiente de permeabilidade x definido de
acordo com a lei de permeabilidade de Darcy, os termos de
fonte do dominio s(X,w), e 0 pardmetro de mistura Q*,
definido como (1/Q*) = n/Kf + (a — n)/K;, onde os
mddulos de volume das fases solida e fluida sdo
representados por K; e Ky, respectivamente.

As condigdes de contorno para o problema poroeléstico
podem ser estabelecidas considerando poro-pressdes
prescritas (Eq. 2.2) ou fluxos (Eq. 2.3), bem como
deslocamentos prescritos (Eq. 2.6) ou tragOes totais (Eq. 2.7):

(X, w) =u;,(X,w),para X € I; (2.6)

7;,(X,w) = 0;;(X, 0)n;(X) = T;(X, w),para X  (2.7)

€n

(2.5)

2.3. Interfaces Comuns

No contexto do acoplamento entre um sélido poroelastico
(denotado pelo sobrescrito “P”) e um fluido acustico
(denotado pelo sobrescrito “A”) [9], quando se trata de uma
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interface selada, o fluido acustico e o fluido poroso néo estéo
hidraulicamente conectados. Portanto, a pressdo do fluido
sofre uma descontinuidade e ndo ha fluxo de fluido através da
interface. Como resultado, as condi¢cBes de acoplamento
assumem a seguinte forma:

af; (X, 0)n;(X) = = pA(X, w)n;(X) (2.8)
1

uf (X, w)n;(X) = Wp"}(X, w)n;(X) (2.9)

P (X, w)n;(X) =0 (2.10)

A equacdo (2.8) descreve a transferéncia de tenséo entre
0 s6lido poroelastico e o fluido acustico. Aqui, ai’]’-(X, w)
representa o estresse de Cauchy total experimentado pelo
sélido poroelastico, enquanto p“(X, w) representa 0 campo
de pressao acustica. Essa equacéo garante que o equilibrio de
tensdo seja mantido através da interface, permitindo a
transferéncia de tenséo entre os dois meios.

A equagdo (2.9) relaciona o deslocamento normal do
s6lido poroeléstico com o gradiente de pressdo acUstica.
Aqui, u}’(X, w)n;(X) representa o deslocamento normal do
solido poroelastico na interface e pj(X, w)n;(X) representa
o gradiente espacial projetado da pressao acustica, i.e, o fluxo
normal a interface. A equacdo mostra como perturbacGes
acusticas resultam em movimento no meio poroelastico.

Por ultimo, a equagdo (2.10) estabelece que o fluxo
normal do fluido poroso dentro do sdlido poroelastico,
representado por pf}(X, w)n;(X), deve ser anulado na
interface. Neste cenario de interface selada, ndo ha fluxo de
fluido entre os dois meios, e essa condigdo reflete essa
auséncia de fluxo.

3. METODO DE ELEMENTOS FINITOS (MEF)

Nesta se¢do, faremos uma breve introdugdo as equactes
fundamentais para a modelagem acustica e porodinamica
utilizando o Método de Elementos Finitos (MEF).

3.1. Modelagem Acustica

O conjunto de equacdes no dominio da frequéncia
resultante da discretizagdo espacial por meio de elementos
finitos do modelo aclstico mencionado na Secdo 2.1 €
expresso por [6]:

K,P(X,w) — w?>M,P(X,w) =F, (3.1)
onde M e K representam as matrizes de massa e rigidez do
modelo, respectivamente, enquanto F e P sdo vetores de
excitagdes nodais e pressdo hidrodindmica, respectivamente
(o subscrito A refere-se ao subdominio acustico). As matrizes
e vetores envolvidos na Eq. (3.1) sdo definidas no nivel do
elemento da seguinte forma:

M, = f N,"psN, dQ 3:2)
Q

Ky = [ Nk, (ON,) do (3:3)
Q

FA = TA + YA = J. NATkAC_IAdF + f NATSA dQ (3-4)
r Q

Neste contexto, N e V representam o vetor de interpolacdo
e o operador de gradiente, respectivamente, enquanto g, € S
denotam  excitacdes de  superficie e  dominio,
respectivamente. Além disso, conforme descrito na Eq. (3.4),
T e Y referem-se as contribuicbes vetoriais nodais
correspondentes.

3.2. Modelagem Porodinamica

Considerando as préaticas convencionais do método dos
elementos finitos e a introducdo de aproximacles espaciais
para os deslocamentos e pressdes do modelo poroso,
podemos derivar o0 seguinte conjunto de equagdes no dominio
de frequéncia, tendo em vista 0 modelo poroelastico descrito
na Secao 2.2 [2]:

K, U(X,w) — 0?*MpUX,w) — QpP (X, w)

s (3.5)
=F$
HpP(X,w) + wiSpP (X, w) + wiQp U(X, w) (3.6)
=F '

onde as matrizes K, M, H, S e Q representam as matrizes de
rigidez, massa, permeabilidade, compressibilidade e
acoplamento do modelo, respectivamente. As varidveis U e P
representam os vetores de deslocamento e poro-pressao,
respectivamente. Os vetores F denotam as excitagdes nodais
(onde o subscrito P refere-se ao subdominio poroelastico).

Os componentes das matrizes e vetores, conforme
expressos nas equacdes (3.5) e (3.6), sdo determinados, em
nivel do elemento, da seguinte forma:

M, = J N,"p,Ng dQ (3.7)

Q
Ky, = J B,"D.B, dQ (3-8)

Q
Q= j B,"am N; dQ (3.9

Q
FS =TS+ Y5 = f NTZodl + f NThedo  (3.10)

r Q
Q

(3.12)

1
Q



TECNIACUSTICA

CUENCA 2023

F,=T,+Y}= f Nk Gpdl + f N/"s; do  (3.13)
r Q

Estas equagdes seguem o esquema de notagdo
previamente estabelecido, e m=[110]" ¢é uma
representacdo vetorial do delta de Kronecker. O
super/subscrito f refere-se a fase do fluido do meio poroso,
enquanto o s refere-se a fase solida.

4. ACOPLAMENTO ITERATIVO

Para viabilizar o acoplamento entre diversos subdominios
fisicos distintos, empregamos uma abordagem iterativa que
atualiza as varidveis pertinentes nas interfaces
compartilhadas. Essa estratégia se baseia na imposi¢do de
condicBes de contorno nas interfaces em comum. Cada
subdominio é analisado de maneira independente, e seus
sistemas de equacdes sdo resolvidos separadamente para cada
frequéncia durante o processo iterativo. 1sso nos permite
utilizar discretizagdes independentes em cada subdominio,
eliminando a necessidade de nds coincidentes nas interfaces
compartilhadas.

A fim de garantir a convergéncia e agilizar o processo
iterativo, introduzimos um pardmetro de relaxamento,
denominado A, no algoritmo de acoplamento iterativo. A
selecdo apropriada e a estratégia para esse parametro
desempenham um papel fundamental na prevencdo de
iteracBes excessivas ou mesmo de falhas na convergéncia. O
parametro de relaxamento é aplicado as variadveis
fundamentais em todas as interfaces possiveis (conforme
detalhado na secdo 2.4), assegurando sua presenca em todas
as interfaces enquanto o mesmo é calculado globalmente.

4.1. Acoplamento de Meios Acusticos e Poroelasticos

Dentro do contexto do modelo de interacdo entre meios
acusticos e poroelasticos, as condigdes de contorno nas
interfaces de acoplamento, como definidas nas equacdes (2.8)
a (2.10), sdo fundamentais para a integracdo dos dois
dominios fisicos. Nesse caso, sdo impostas condicOes
naturais nas interfaces compartilhadas em cada subdominio.
Isso significa que os deslocamentos calculados nos
subdominios poroelasticos sdo utilizados para determinar os
fluxos nos subdominios acusticos (como indicado na
Equacéo (2.9)), e as pressdes hidrodindmicas calculadas nos
subdominios acusticos sdo usadas para derivar as tragdes nos
subdominios poroelasticos (conforme a Equacao (2.8)). Vale
ressaltar que, neste estudo, ndo consideramos nenhum fluxo
de fluido através da interface de acoplamento, conforme
especificado na Equacdo (2.10).

Introduzimos um pardmetro de relaxamento para atualizar
as pressdes hidrodindmicas avaliadas nos subdominios

acusticos (expressas como ' P;’”’D (w)), conforme a equagdo
abaixo:

PEPw) =@ PP w) + (1

-2 'PPw)
Dessa forma, seguimos com a resolucéo independente de
cada subdominio do modelo acoplado, calculando

v w), P¥* (w) e PP (w) em cada etapa iterativa.
As relacBes de interface, que utilizam ’Uf,k“)(w) para
avaliar  'T¢*Y(w) e 'P¥*P(w) para estabelecer

’Tf,("“)(w), sdo consideradas iterativamente até que
convergéncia seja alcancada.

(4.1)

4.2. Discretizacdo Espacial Desconexa

Quando aplicamos a discretizacdo espacial em cada sub-
regido resultante de uma malha descontinua na interface,
precisamos lidar com a interpolagdo das condicdes de
contorno. Essas condi¢cbes de contorno podem ser
espacialmente interpoladas usando fun¢Bes de forma
existentes. A Equacdo (4.2) descreve esse processo de
interpolagdo, fornecendo uma interpolagdo da condicdo
’Pg"“)(w) em uma posicdo necessaria X, denominada

1P (w),

P (w) = f s (X
Iy
— XN, (X)dr 'PYD (w)
onde & corresponde a uma representacdo da funcdo Delta de
Dirac.

Nesse contexto, a excitagio nodal 'T5**V(w) é
determinada por meio da integracdo de ’P’E,k“) (w), como

expresso na Equacéo (4.3), onde n representa o vetor normal
a interface (conforme especificado pela relagdo (2.8)).

IT;(k+1) (w)

(4.2)

4.3
= J NsT(ORX)N(X) dr TP (w) 43)
Iy
De forma analoga, pode-se obter ’Tff“) (w) a partir de

! U,(,"“) (w) no caso de interfaces desconexas, tendo-se em
consideracédo a expresséo (2.9).

4.3. Parametro de Relaxamento A

O parametro de relaxamento, A, ¢ determinado por meio
da minimizag&o da funcéo de erro [8]:

fa = "PEPw - PP (4.4)
No contexto do acoplamento mencionado, o parametro de
relaxamento é aplicado para garantir a convergéncia e/ou
acelerar o processo nas condi¢fes essenciais de contorno
P,(w). Ele é calculado com base nas iteracfes (k+1) e (k).
Usando a equagdo (4.1), podemos expressar as seguintes
equacdes (4.5) e (4.6):
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PV =2 P (-2 1P (45)

P =2 PV (- 'PYTY (4.6)

Ao substituir as equacbes (4.5) e (4.6) na equagdo (4.4)
acima, obtemos:
f(ﬂ.) — ”(A)W(’H}“) + (1 _ A)W(’H')“)”Z
_ (/12)||W(k+/1)||2
+22(1 — H(WED, wk)
+(1— 2w
Nessa equacdo, a definicdo de produto interno usada é
W, W) = [W|[? e wlksd = Tpth — Ip(EraD),
Para encontrar o valor 6timo de A que minimiza f(}),

diferenciamos a equagdo (4.7) em relagdo a A e igualamos o
resultado a zero, resultando em:

AWt ||® 4 (1 — 22) (Wk+D, W) @)
+Q-Dw =0
Ao rearranjar a equacdo acima, obtemos o valor 6timo de

(4.7)

A
B (W(k), w® — W(k+a))
”W(k) _ W(k+a)||2
Essa expresséo é eficiente computacionalmente e facil de
implementar, fornecendo um valor 6timo para o pardmetro de
relaxamento A em cada etapa iterativa. Vale destacar que o
parametro de relaxamento calculado é um nimero complexo,
uma vez que o problema é formulado no dominio da
frequéncia. No entanto, para os casos discutidos aqui, €
considerado um valor real inicial de A=0.5, uma vez que o
processo iterativo é relativamente insensivel ao valor inicial
do parametro de relaxamento.

(4.9)

5. EXEMPLO NUMERICO

Nesta secdo, apresentaremos um exemplo prético para
demonstrar o funcionamento da metodologia proposta. Neste
exemplo, uma coluna heterogénea é analisada. No caso, a
coluna é composta apenas por materiais poroelésticos e
acusticos. Um esquema do modelo é mostrado na Figura 1. A
superficie superior da coluna é considerada drenada e
carregada de forma uniforme, levando em conta uma variacéo
de tempo do tipo Heaviside com uma amplitude de 3
103 N/m?, como mostrado no dominio de frequéncia na
Figura 2. As outras superficies do modelo séo ndo drenadas e
tém deslocamentos normais prescritos iguais a zero.

Para facilitar a conversdo entre os dominios de tempo e
frequéncia e suas respectivas representacfes nas
implementacdes convencionais da Transformada Répida de
Fourier (FFT), é crucial acrescentar uma zona silenciosa ao
final do histérico de forca preenchida com zeros. Essa prética,
associada com a introducdo de amortecimento ao modelo, é
indispensavel para a dissipagdo de vibracGes livres ap6s a
atuacdo da forca. O comprimento da zona silenciosa depende
do periodo fundamental do sistema e da extensdo do

amortecimento. Neste sentido é aqui utilizado o Exponential
Window Method (EWM) [10], uma técnica usada para
estabelecer de forma confidvel a zona silenciosa desejada e
combater a distorcéo de frequéncia (aliasing).

@ w £

) A

O O
hy o@ O
O O

O 0 n
Ofil §
b

X
a) X b)

Figura 1 - Esquema da coluna acoplada: (a) modelo
poro/acustico; (b) malha adotada de MEF para
cada subdominio.

Infelizmente, ndo hd uma solucdo analitica conhecida
para 0 modelo poro/acustico acoplado em foco; no entanto,
um modelo equivalente foi avaliado numericamente em [11].
As discretizagdes do MEF adotadas também sdo mostradas
na Figura 1. As propriedades fisicas do dominio acustico
(meio 2) sdo p = 2000 kg/m?3 (densidade de massa) e k =
2107 N/m? (compressibilidade). Da mesma forma, as
propriedades fisicas do meio poroso incompressivel (meio 1)
sdo p, = 2000 kg/m3 (densidade de massa da fase slida),
pr = 1000 kg/m?> (densidade de massa da fase fluida), n =
0.3 (porosidade) e x = 10°m*/Ns (permeabilidade).
Valores zero s@o considerados para o coeficiente de Poisson
do meio poroso e para 1/Q*. Para 0 médulo de Young, E =
2-107 N/m? é adotado.

Os resultados no dominio de frequéncia para 0s
deslocamentos verticais nos pontos A (x =0 ey = H) da
coluna (ver Figura 1) sdo apresentados na Figura 3a. As
respostas transformadas para o dominio de tempo também
sdo mostradas na Figura 3b, levando em consideragdo a
resposta de referéncia [11], ilustrando a boa precisdo dos
resultados calculados. Da mesma forma, a Figura 4a
apresenta o deslocamento do ponto B (x =0ey = H/2), e na
Figura 4b, esses deslocamentos sdo apresentados no dominio
do tempo e comparados novamente com [11]. Para o ponto
B, é possivel avaliar as poro-pressdes na Figura 5a e depois
também converté-las para o dominio do tempo, conforme
ilustrado na Figura 5b. Como pode ser observado, como
esperado, pouca diferenca é observada nas respostas em
comparacdo com a resposta de referéncia, mesmo apds os
procedimentos de transformacao de dominio.

A Figura 6 ilustra o desempenho do algoritmo de
acoplamento iterativo. Esta figura descreve o nimero total de
iteracdes para cada frequéncia. Como pode ser observado,



poucas etapas iterativas sdo necessarias para a convergéncia
levando em consideracdo a formulacdo de acoplamento
proposta, destacando a eficacia da técnica.

11 1 1 1 1 1 1 1

104 -
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T T T T T
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Figura6 - Numero de iteracdes por frequéncia.
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6. CONCLUSAO

Neste artigo, discute-se uma metodologia robusta para a
analise dinamica de sistemas complexos acoplados. Foi
apresentado um exemplo numérico para demonstrar a
eficacia e versatilidade da abordagem apresentada. Nesse
exemplo, uma coluna composta por materiais poroelasticos e
acusticos é analisada. Através das avaliagbes numeéricas,
demonstra-se a precisdo dos resultados calculados. O
algoritmo de acoplamento iterativo provou ser altamente
eficiente, requerendo apenas algumas etapas iterativas para
convergéncia.

A capacidade desta metodologia de analisar de forma
simples e eficiente a interacdo de diferentes dominios fisicos
e capturar com precisao suas respectivas respostas dinamicas
abre possibilidades para uma ampla gama de aplica¢fes em
engenharia estrutural, geotecnia e outras areas onde
interacfes multi-fisicas desempenham um papel crucial.
Pesquisas futuras nessa area podem refinar e expandir ainda
mais esta abordagem, oferecendo insights ainda maiores
sobre o comportamento de sistemas complexos.
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Figura 2 - Carga uniforme transformada para o dominio de frequéncia, com amortecimento periddico
(EWN): a) Parte real; b) Parte imaginaria.
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Figura 3 - Deslocamentos verticais do ponto A: (a) na frequéncia; (b) no tempo.
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