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ABSTRACT

The mode-matching technique has been applied to obtain the acoustic performance of
elliptical chamber mufflers. The orthogonality properties of Bessel and Mathieu functions are
considered, which leads to set of equations that allows to calculate the propagation coefficients
in the circular inlet and outlet pipes, and in the elliptical chamber. The acoustic attenuation
behaviour of some geometries has been studied and the results are shown to agree quite well
with those given by the finite element method and experimental measurements. An increase in
the accuracy is obtained in comparison with the point-source method.

RESUMEN

Se ha aplicado la técnica de ajuste modal para obtener la caracterizacién acustica de
silenciadores elipticos. Utilizando las propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel
y de Mathieu, se llega a un sistema de ecuaciones que permite evaluar los coeficientes de
propagacion en los conductos circulares de entrada y salida, asi como en la camara eliptica. se
ha estudiado la atenuacion acustica para algunas geometrias, y los resultados obtenidos
muestran una buena concordancia con los calculados mediante elementos finitos y medidos
experimentalmente. La precisidn de la técnica presentada es mayor que la obtenida mediante
el método de excitacidn puntual.

1. INTRODUCCION

La caracterizacion acustica de silenciadores de escape de motores de combustion
interna alternativos puede ser abordada analitica, numérica y experimentalmente [1]. En el
primer caso, ha de obtenerse la solucion tridimensional de la ecuacién de ondas en el dominio
definido por el silenciador, esto es, un conducto de entrada y otro de salida, generalmente
circulares, y una camara central, que suele ser circular o eliptica, y que en el caso mas simple
no contiene elementos adicionales en su interior. Los modelos analiticos presentan claras
ventajas computacionales frente a métodos numéricos como elementos finitos o elementos de
contorno, aunque tienen una limitacién asociada a la geometria, que debe ser simple, es decir,
rectangular, circular o eliptica. De los modelos analiticos posibles, la técnica de ajuste modal
(mode-matching) es la mas exacta, y se basa en la continuidad del campo de presiones y
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velocidades en direccion axial en las discontinuidades geométricas formadas por los distintos
conductos. Esta técnica ha sido aplicada con éxito en geometrias donde la cdmara central, asi
como los tubos de entrada y salida, son circulares [2, 3]. El presente trabajo se centra en la
aplicacion del método de ajuste modal a silenciadores en los que la camara central es eliptica,
dada su importancia en aplicaciones practicas y el escaso tratamiento analitico encontrado en
la bibliografia [4]. Para ello se utilizan las funciones de Bessel y las de Mathieu [5], y sus
propiedades de ortogonalidad. Esta metodologia viene a mejorar el modelo presentado en [6],
en el cual se utiliza el método de excitacién puntual, cuyas hipétesis dejan de ser validas
cuando las dimensiones de los tubos de entrada y salida no son pequefias en comparacién con
las de la cdmara. La técnica de ajuste modal no realiza ninguna hipétesis simplificativa en
relacién a la excitacién, ya que considera la propagacién acustica en el dominio completo, es
decir, tubos de entrada y salida asi como camara, de modo que también se obtiene una mejora
apreciable en comparacion con otros métodos analiticos como el de piston [7], que no
considera la propagacién de modos evanescentes en los tubos de entrada y salida. Con la
técnica desarrollada, se ha evaluado la atenuacion acustica de diversas geometrias por medio
de su indice de pérdidas de transmisioén (TL), y los resultados se han comparado con otros
obtenidos mediante elementos finitos y medidos experimentalmente con el método del impulso
modificado [8], mostrando una buena concordancia. También se muestran algunos resultados
gue ponen de manifiesto el aumento de precision en comparacion con el método de excitacién

puntual.

2. ECUACIONES BASICAS DE LA PROPAGACION

Se considera una camara de expansion simple, formada por dos conductos circulares
de entrada y salida y una camara central de seccion transversal eliptica, tal como muestra la
Figura 1. La configuracion es concéntrica, de modo que no es necesario utilizar el teorema de
adicion de Graf para realizar el cambio de coordenadas [3]. En los tubos, los modos de
propagacion vienen dados por las funciones de Bessel. En la camara se utilizan las funciones
de Mathieu, que pueden ser expresadas en forma de serie de funciones de Bessel. S6lo es
necesario considerar aquellos modos que son simétricos respecto a ambos ejes de la elipse.
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Figura 1. Geometria de la camara.

De esta manera, el campo de presién en el tubo de entrada se puede expresar como

¥
* 0 *

. " ¥ i s aa, 0
R=P+R=A,e " +B,e"*+§ '§ (Azm,n ehmteB,, € 'k“”'"z) COS(ZmQ)Jng—m‘“ rz (D)
m n REL a

siendo P; la presién, Anny Bmn l0s coeficientes de propagacion, j la unidad imaginaria, k=w/cg
el numero de onda (wla frecuencia angular de excitacién y cq la velocidad del sonido), y J, la
funcion de Bessel de primera especie y orden m. Los términos am, son las raices de las
derivadas de las funciones de Bessel, que se obtienen a partir de la condicién de velocidad
nula en la superficie del tubo, es decir, en r =R;. Los valores de dichas raices no dependen del
radio. Como es sabido, m y n denotan los nimeros modales circunferenciales y radiales,
respectivamente. En la cdmara considerada, con dos ejes de simetria, solo es necesario
considerar los m pares. Los asteriscos del sumatorio indican que no se incluye el término en el
gue simultaneamente m =n =0. Ademas, se tiene la relacion

Pagina2 de7



ACUSTIC

I(1mn:k 1_%2 (2)
- \J gkRua

que proporciona el numero de onda del modo fn, n) en el tubo de entrada. Para la camara
eliptica se tiene el campo de presiones expresado a partir de las funciones de Mathieu,

P, :(Co,o SR Do, e’ kz)ceo (V, qo,o)ceo (uvqo.o)+ ' 5. ' (CZm,n g lemn? 4 Domn € ez Z)C%m(vl qu.n)CeZm (Uqum,n)

©)

3 Qox

donde Cp,n Y Dy son los coeficientes de propagacion, y cen y Cep, son las funciones pares de
Mathieu y Mathieu modificadas, respectivamente. Los términos (m,, son las raices de las
derivadas de las funciones de Mathieu modificadas, que se obtienen a partir de la condicion de
velocidad nula en la superficie de la camara, de coordenada u=u,. Los valores dependen de la
excentricidad de la elipse. Sélo se toman los modos de orden 2m, dado que son los Unicos que
mantienen la simetria respecto a ambos ejes de la elipse. De nuevo m y n denotan los nimeros
modales circunferenciales y radiales (elipticos), respectivamente. Ademas, se tiene el nimero
de onda del modo (m, n) en la camara

, 4q
k, =k [1- —m0 (4)
2,mn (k r )2

donde r es la semidistancia focal. Es importante disponer de los desarrollos en serie de las
funciones de Mathieu. Estos son

e? Q ’q_¥ ez Q !q_¥
co ()5 94 (1) A3, (o) : o (124 (-1 A7 3, o Feosn)

i (5, 6)

La transformacion de coordenadas que permite pasar (3) a coordenadas cilindricas es

% (0 q)CeZS(:’ Ty ..
X . @G0
ce,.(v,q)Ce,.(u q)= €2 Iaa (-2 Ay, g@r zcos(2tq) Y

A()Zs) o P
3. AJUSTE MODAL EN LA EXPANSION Y EN LA CONTRACCION

Las condiciones de contorno a aplicar son la continuidad de la presién y de la
componente axial de la velocidad en la seccion del tubo entrante a la camara §,), asi como

velocidad nula en la placa eliptica de entrada a la camara (Sy; -S;). Es decir,

PRI,

=(P. +PD)|Z:0 OEr£R (UA+UB)|Z:0:(UC+UD)|Z:0 O£r£R (8-10)
Uc+U,),.,=0 ens,-§
donde U es la velocidad acustica, dada por la ecuacion siguiente [1]

1 7P (11)
jrow Mz

siendo rg la densidad del fluido. Se introduce la nomenclatura siguiente
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(12, 13)

La ecuacion (8) se expresa en funcion de los desarrollos en serie (1) y (3) (esta Ultima se
transforma a polares mediante (7)), se multiplica por J_ (4., r /R, )cos (ce), ¢=0, 1, 2, ...y d=0, 1,

2, ...,y seintegra en S;. Para c=0y d=0, se obtiene

JQ V?Zman er

¥
' é. ' (CZm,n + D2m,n ) L2m,n.0,p/2 8 21/q 2 (14)
" 2m,n

(Ab.o + Bo.o )%: (Co.o + Do.o )% LU,O,O.p 12 +
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Se observa que si se toma solamente el modo de onda plana aparece una constante
de escalado debido a que se ha expresado este modo incluyendo las funciones de Mathieu, en
lugar de separarlo como en (1). El factor de correccion de onda plana, resultado de la
existencia de modos de alto orden, depende de q (que es funcion exclusiva de Ila
excentricidad), de alguna dimension de la camara, como r, y del radio del tubo de entrada R;.

Para c=0y d=1, 2, ..., se tiene

¥ ¥
(A),d + Bo,d )% J(Z)(ao,d):é ' é ’ (CZm,n + D2m,n)LZm,n,Op/ZYZm,n,O,d (15)
Parac=2,4,6, ...y d=0, 1, 2, ..., resulta

8.8 - )% Az 16
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Las condiciones de contorno de velocidad requieren un tratamiento algo mas
complicado. En principio se multiplican ambas, (9) y (10), por cec(v,dc,4)Cec(u,qc g). Después, la
ecuacion (9) se integra en S; y la (10) en S,-Si, y luego se suman. Esto es equivalente a
integrar Ua+Ug en S,, expresado en coordenadas cilindricas, y Uct+Up en S, expresado en
coordenadas elipticas.

Para c=0y d=0, hay que tener en cuenta que la raiz considerada es (o o, las funciones
de Mathieu de orden cero son constantes y tanto cey(v,0o.0) como Cey(u,do o) tienen el mismo
valor, dando lugar a

R (Avo- Boo)=Looop2 @0(Coo- Do) (17)

gue no es mas que la ecuacién de continuidad del modelo de onda plana para velocidades (la
constante de escalado aparece de nuevo).

Para c=0y d=1, 2, 3, ..., resulta un conjunto de ecuaciones cuyo término izquierdo es,

%:(oo_f)ﬁ?p A\E(Jovd) é: k'l,O,n (Abn - al,n )YO,d,O,n +pé é. (- 1)m Aggwd) I(],Zm,n (AZm,n - BZm,n)YO,d,Zm,ng (18)

m=1 n=0

Para el otro término del conjunto de ecuaciones no hay que realizar la transformacion a
coordenadas cilindricas, dado que se trabaja en el area eliptica. Para ¢c=0y d=1, 2, 3, ..., se
obtiene

2

¥ ¥ Uy 2P
é. é. k2,2m.n ( m,n " D2m,n)r7Q c\a CeZm (V qu n)ce2m (U q2m n)ce (V qc ) (U ch )(COSh(ZU) CO#ZV))dUdV
m=0n=0
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La integral de la ecuacién (19) es nula salvo para 2m=c y n=d [5]. Las integrales

relacionadas con la variable circunferencial v se pueden llevar a cabo analiticamente utilizando
las expresiones de la referencia [5],

 om) plm) O 20, 21
& aem aem 2 ( )

r+2=

g e ualivp i § ok, va)codzvlav=p B A+
r=0 %]

mientras que las que contienen la variable radial u se realizan numéricamente.

Parac=2, 4,6, ...y d=0, 1, 2, 3, ..., el término izquierdo del conjunto de ecuaciones es,

ip:(:_dp@?p A(chd) é. kLo,n ('%n - Bo,n )Yc,d,o,n +pé é. (_ l)m &(Eﬁ ) kLZm,n (A’Zm,n - BZm,n)Yc,d,Zm,ng (22)

=1 n=0

Para deducir las expresiones del otro término del conjunto de ecuaciones se aplican las
mismas propiedades que en el caso anterior, de modo que, para c=2, 4, 6, ... y d=0, 1, 2, 3, ...,
las expresiones asociadas se obtienen a partir de

(2o . - R .
Koca (Cuo = e )5 ) Cetlu o JoosH{2u)duy” o (v.q.. Jav- ¢y Cezlu.ai, )Jdugy” o€ (v.a. Jcos(2v)dvd
(23)

En la contraccion, las condiciones de contorno a aplicar son la continuidad de la

presion y de la componente axial de la velocidad en la seccién de salida de la camara al tubo
(S3), asi como velocidad nula en la placa eliptica de salida de la cAmara (S,,-S3), esto es,

., OEr£R U +U,)l,. =040, OETER (24-26)
Uc+U,)l,. =0 en's, -,

(R.+R)

-, =(R+R)

La técnica a aplicar es similar a la anterior, y se obtiene un sistema de ecuaciones con
la diferencia de que ahora el radio a considerar es el del tubo de salida, R3, y las exponenciales
que multiplican a los coeficientes de propagacién en la camara ya no son iguales a 1, debido a
que la coordenada z de la contraccion no es 0 sino |, para dichos coeficientes.

Dado que los modos de alto orden tienen un efecto decreciente en la solucién, se toma
para c y d un namero finito de valores, y los desarrollos modales se truncan de forma que se
obtiene un sistema con tantas ecuaciones como incognitas. Su solucién permite obtener los
coeficientes de propagacidon en cada conducto y caracterizar el silenciador acusticamente,
como se muestra en el siguiente apartado.

4. EJEMPLOS DE APLICACION

Las Figuras 2 y 3 muestran el indice de pérdidas de transmisién (TL) obtenido para dos
geometrias de silenciadores cuya longitud de camara es grande en comparacién con los radios
de los tubos de entrada y salida. Este se puede evaluar de forma sencilla una vez conocidos
los coeficientes de propagacién [3]. En las dos primeras figuras la solucion obtenida mediante
el método propuesto se compara con la calculada mediante el método de excitacién puntual,
célculos de elementos finitos y resultados experimentales. Como puede observarse en las
gréficas, la concordancia es buena en el rango de frecuencia considerado, incluso en aquellas
zonas en las que el inicio de la propagacibn de modos de alto orden da lugar a un
comportamiento complejo.
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Figura 2. TL(dB) en funcion de la frecuencia (kHz) para una cdmara eliptica con a=0.23/2m, b=0.13/2 m y[,=0.35 m:
- ¥ -, experimental; ¥ % %, excitacion puntual; +, elementos finitos; % %, ajuste modal.
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Figura 3. TL(dB) en funcion de la frecuencia (kHz) para una camara eliptica con a=0.23/2m, b=0.13/2 m y[,=0.25 m:
- % -,experimental; % % %, excitacion puntual; +, elementos finitos; % %4, ajuste modal.

La Figura 4 muestra los resultados de ajuste modal, excitacién puntual y elementos
finitos para una camara corta. Se observa una pérdida de precision del método de excitacion
puntual, debido a que la camara tiene una longitud reducida y por tanto las hipétesis del
método no se cumplen. La técnica de ajuste modal y el método de elementos finitos dan
soluciones practicamente similares, mostrando las ventajas del método propuesto en cuanto a

precision.
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Figura 4. TL(dB) en funcion de la frecuencia (kHz) para una cdmara eliptica con a=0.23/2m, b=0.13/2 m y[,=0.05 m:
Ya ¥a Ya, excitacion puntual; +, elementos finitos; %2 %, ajuste modal.

5. CONCLUSIONES

Se ha aplicado el método de ajuste modal para caracterizar la atenuacion acustica de
silenciadores de escape con seccion transversal eliptica. Los resultados obtenidos muestran
una buena concordancia con otros de tipo analitico, numérico y experimental. Este método no
introduce simplificaciones en la excitacién, de modo que hay un aumento de precision, al
considerar la propagacion en los tubos de entrada y salida, respecto a técnicas analiticas mas
simples como la de excitacidn puntual. En comparacién con la solucién de elementos finitos, el
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método utilizado presenta claras ventajas computacionales al utilizar modos analiticos.

Ademas, se puede generalizar de forma simple para incluir la presencia de placas perforadas,
tubos de entrada y salida descentrados, camaras con tubos extendidos, camaras reversas, etc.
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